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Gauge-lnvariant Calculation of Diamagnetism and Chemical Shift, 11.: 
Calculation of Magnetic Properties of Diatomic Molecules Based on Localized 

Orbitals 

Expressions are derived for the decomposition of tensorial properties into 
additive increments. 

In the second part of the paper calculations of eH and Ctt for LiH and of the 
susceptibilities for Lie, BH, HF, CO, F2, and LiF are presented. The 
contributions of the various LMO's to )5 )~P and g-values are discussed. The 
results are compared to those obtained from coupled HF-perturbation theory 
and to experimental values where available. The values for X are in good 
agreement with the experiment and--except ibr BH--with the H~ ~- 
perturbation theory, however deviations are found in some molecules for A;( 
and g-values and traced back to specific electronic features. 

1. Problem~'tellung 

Im ersten Tell der vorliegenden Arbeit wird eine kurze Zusammen- 
stellung der wichtigsten Gleichungen zur Berechnung von )~ und 
gegeben. Auf dieser Grundlage wurden M6glichkeiten zur Bildung 
molekfiladditiver tensorieller GrSgen abgeleitet und auf die Be- 
rechnung von Rotations-g-Faktoren und CH-Werten angewandt. Die 
letztgenannten GrSBen sind ftir kleine Molekiile besser experimentell 
erfal3t als die Suszeptibilitgten und Abschirmungen und licfcrn somit 
brauchbare Hinweise auf die Grenzen der Anwendbarkcit  der ver- 
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wendeten Methode. Obwohl wir uns des Modellcharakters des hier 
dargelegten Verfahrens bewul3t sind, hielten wit es ffir ntitzlich, eine 
Reihe zweiatomiger Mo]ek/ile zu bm~ f/ir die sehr genaue 
Berechnungen mit der gekoppelten HF-St6rungsrechnung (siehe 
z. B. 19) vorliegen. 

2. Eichinvariante Gleichungen zur Berechnung magnetischer Daten 

Ausgehend yon den Arbeiten yon Rebane I und Staemmler 2 wurden 
in a Gleiehungen zur Berechnung des Diamagnetismus und der 
Abschirmung abgeleitet. Diese Gleichungen lauten z. B. f'tir die z- 
Komponenten : 

Ne2 ( < 0 , x e + y 2 , 0 > - -  D~'A-1D~) (l) 
7,zz - 4mc2 

e2 ( < o I X 2 + Y  2 ) 
% z  - 2mc2 \ - - 7 - -  0 > - -  S~'A-1D~ (2) 

Die Elemente der Matrix A haben die Form 

a~jk,~,a',k ,= < 0l( V~x~y&e)(V~z~'yJ'ze) 10 > (3) 

und die Elemente der 8paltenvektoren D und S haben die Form 

(di~k)~ = < O f%,y~ V~ x~yJzk I O > 

( 1 )  V~x~yJz~,O (s~jk)~= <01 7 %z. ,  , 

(4) 

> (5) 

%~r ist der in allen Indices antisymmetrisehe Einheitstensor (auf die 
griechisehen Indices ist die Einsteinsche Summenkonvention an- 
zuwenden). Man erhglt G1. (1), indem man die Rebane-Ungleichung 

e2 
- - < 0 f ( 2 t 0 +  V f)210 > (6) E~ 2) <_ 2 m e  z 

als Ausgangspunkt fiir einen Va,riationsansatz bezfiglich f verwendet 

< 0 [ V f S ( V f ) ] 0 >  = - - < 0 l A o S ( V f ) 1 0 >  (7) 

Ffir Ao wird in fiblicher Weise 

Ao=~/2(/4 x V) bzw. A ~ Y 
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festgelegt. Dureh Sch, raiedel 4 konnte gezeigt werden, dab zu (6) und (7) 
analoge Gleiehungen aus rein klassisehen Uberlegungen ableitbar sind. 
Wit k6nnen somit der Gr6t~e A0 + V f die Bedeutung eines Ge- 
sehwindigkeitsfeldes zuordnen und die Ergebnisse unter den Ge- 
siehtspunkten des Stromdiehteformalismus interpretieren. 

Zur Bereehnung yon f wurde der yon Staemmler 2 vorgeschlagene 
Potenzreihenansatz 

f =" ~ Cijkxiyjz  k (8) 
ijk 

verwendet. Wie S'aribd~anov und Rebane 5 unls zeigten, erscheint es 
als sinnvoll, in bestimmten F/~llen andere Anss f f i r f  zu verwenden. 

Die  Autoren erhielten sehr gute Ergebnisse ffir C - -H-  und C--C- 
Bindungen, indem sie f nach elliptischen Bipolarkoordinaten ent- 
wickelten. 

3. Der Zusammenhang zwi.~chen der Molekiiladditivitiit 
magnetischer Grbfien und lokalisierten Orbitalen 

Zur Demonstration yon molekfiladditiven physikalischen Eigen- 
schaften sind die yon Edmiston und Ruedenberg6 entwickelten lokali- 
sierten Orbitale (LMO's) besonders geeignet. Sie werden dutch eine 
unit/ire Transformation der kanonisehen Orbitale erhalten, wobei der 
Elektronenaustauseh zwischen den LMO's minimal wird. Ist  der 
Elektronenaustausch vernachl~ssigbar, so kann man die Grund- 
zustands-Wellenfunktion +0 als Hartree-Produkt der LMO's auf- 
sehreiben. Eine physikalisehe Gr6Be, die einem Einelektronenoperator 
entspricht, 1/~f~t sieh dann in eine Summe von LMO-Beitr/igen 
aufspalten. Wit k6nnen ffir unsere Berechnungen unmittelbar die 
G1. (1) und (2) verwenden, indem wir fiir 40 das jeweitige LMO einsetzen. 

Die LMO's entspreehen dem gelS~ufigen Bild des Chemikers yon 
inneren Sehalen, Bindungen und niehtbindenden Elektronenpaaren 
und sind somit direkt Inkrementen zuzuordnen. Ein Inkrementsystem 
auf theoretischer Grundlage bietet die M6gliehkeit, aueh die tensoriel- 
len Komponenten von ~ und ~ zu berechnen. Betrachtungen zur 
Additivit~tt der Tensorkomponenten wurden bereits yon Sutter und 
Flygare 7 angestellt. Die Tensoren, die einzelnen Bindungen bzw. LMO's 
entsprechen, sind diagonal, wenn eine Koordinatenachse mit der Achse 
h6ehster Symmetrie (Kernverbindungslinie) zusammenfs Die Be- 
reehnungen werden daher stets in diesem Bindungskoordinatensystem 
ausgef/ihrt. Gehen wir zu den molekularen Gr6gen fiber, so sind 
entsprechende Transformationen in das Molek/ilkoordinatensystem zu 
beachten : 

)~  = E D  L~, D~,~,~, (11) 
L 

48" 
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L soll fiber die MO's laufen. F/i t  die Transforma.tionsmatrizen D<~ 
verwendet, man mit Vorteil die Formel yon GoC~biew,s'ld s 

D~.~ = S~(eos~)  + %%(1- -cosco )  + %~ ev(sin~ ) (12) 

Hierbei ist e" der Einhei tsvektor  in Richtung der Drehachse, mit  deren 
Hilfe die Koordinatensys teme bei einer Drehung urn den Winkel r 
ineinander fibergefiihrt werden k6/lnen. Weisen die LMO's C~v-Symme- 
trie auf  und ist weiterhin Z~ diagonal, so vereinfaeht sich (11) zu 

L 

4. M o l e k i ~ l a d d i t i v e  B e h a n d l u n g  de8 Ro ta t ions -g -Fak tor , s '  

Bei der st6rungstheoretischen Behandlung des Rotat ions-g-Faktors  
erh/~lt man einen Term, d e r n u r  yon der Kerngeometr ie  abh/ingt, sowie 
einen elektronischen Anteil. Die st6rungstheoretisehen Ausdrficke des 
elektronischen Anteils yon g und des v a n  V l e c k - T e r m s  Z P st immen bis 

P a uf konstante  Faktoren  fiberein, wenn man als Eichursprung ~:on Z 
den Massenschweriounkt des Molekfils wfihlt. Man erh/ilt nach 9 

M p (  eNL eNL ' 2 p~ 
N 

(15) = 2 V'N ~'NM' o:~ o: e~ ) 
]@ 2 iS ___eNM NM 

N 

N Kernindex, /~A~L --- Abstand N--Kernladungssehwerpunkt. 
rNM - -  Abstand N--Massensehwerpm~kt, Z~-. - -  Kernladungszahl, 
m p  Masse, M p  - -  Protonenmasse x~ = R %. 

N e2 a~ 
Zo -- 0,791 986" 10 -6 cgs-Einheiten. 

6 ~b C 2 

Zur Bereehnung von )~P genfigt es, yon jedern LMO den zP-Beitrag zu 
kennen, der sich ergibt, wenn m~n als Eichursprung d~s Zentrurn der 

P Ladungsvertei lung des LMO w~h]t; (~)LMO ist d~nn minimal. 

Gehen wir nun zurn Molekfilschwerpunkt als Ursprung fiber, so rnuB 
yon jedem LMO ein translatorischer p~rarnagnetischer Beitrag be- 
rfieksichtigt werden. Setzen wir in (8) i + j + k = 1, so erh~lten wir 

.~V e 2 I' 
(•zz)Transl. -- 4 m c  2 

- - - ( < O I x l O > 2 +  < O l y l O >  2) (16) 
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und allgemeiner f~r die Ha.uptdiagonalkomponenten mit x =R% 

z, 3 zo Nee R. ~ (1 --e2~) (17) 

Ne~mElektronenzahl. R ist hierbei der Abstand des Eiehursprungs 
vom Ladungsschwerpunkt yon +o. Nach Einfiihrung der LMO's ergibt 
sieh 

P P 
= (X~)L 3 Xo 

L L 

R]~ ist der Abstand des Eiehursprungs zum Zenfrum der Ladungsver- 
~eitung des (LMO)L. 

5. Molelciiladditive Berechnung der Kernab~chirmung 

Zur Berechnung der Kernabschirmung sind zusgtzliche ()ber- 
legungen notwendig, da zur Abschirmung des betraehteten Kerns nieht 
nur die Ladungsverteilung der mit dem Kern direkt verbundenen 
LSiO's, sondern much die Ladungsdiehten alter fibrigen LMO's 
beitragen. Unter der Annahme, dab die Ladungsdichte der entfernten 
LMO's am Kernort  vernaehlgssigbar ist, kann man zur Absehgtzung 
ihres Beitrages zur Abschirmung die McConnel-Gleiehung lo ver- 
wenden : 

M 1 (ZL~ (1__ 3% %)) (19) 
%~ = N \Ra 

(R ist der Abstand vom Kernort  zum Schwerpunkt der Ladungsvertei- 
lung) bzw. fiir den Mit.telwert (bei R, otationssymmetrie der Ladungs- 
verteilung). 

= Go ( 1 - 3  

/ - -  N 

~ M  

6 Zo \ R3 / 

G O = 

e2 

3mc~aO = 17,7504-10 (~ ppm~ A z = Z• - - X .  

Die Gesamtabschirmung des Kerns N setzt sich somit wie folgt 
ZUS~l l~  l Y l e n  

N 
%~ = (%ff)i~v + E (%O)ZN + E (%~) b~" § E (%~)M (21) 

t b M 

i = inner shell, l = lone pair, b = bonding. 
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Der letzte Term stellt die Summe fiber alle McConnel-Bei trgge dar. 
In Analogie zur G1. (11) sind aueh in der G1. (19) und (21) 
Transformationen der Tensorkomponenten vorzunehmen, wenn die 
entspreehenden Koordinatensysteme nicht fibereinstimmen. 

6. Molekiiladditive Berechnung 
der K ernspin--Rotation.~- Kopplungskonstante 

Ebenso wie van-Vleclc-Term und molekularer g-Faktor korrespon- 
dieren, kann man die stSrungstheoretischen Ausdrticke des Ramsey-  
Terms J '  und des elektronischen Anteils der Kernspin--Rota t ions-  
Kopplungskonstante C in Ubereinstimmung bringen. Man wfihlt zu 
diesem Zweek den jeweils betrachteten Kern als Eichursprung ffir das 
Vektoriootential des guBeren Magnetfeldes. Man erhglt (siehe z. B. 
bei 9): 

_ / /  _ _  1 - 

t~ \ N' RN' ~o * / 

~v - Kernmagneton, g.y - Kern-g-Faktor, R N, - Abstand N--N ' .  

Zur Bereehnung von ~P teilen wit diesen Term in zwei Beitrgge auf: 

P qP 

Der erste Term enthglt  die aP-Werte der LMO's, die mit dem Kern N 
direkt verbunden sind und somit aus G1. (2) berechnet werden k6nnen. 
Bei der Summe fiber die fibrigen Kerne N' sind nun wiederum 
translatorisehe Beitriige zu beachten. Den translatorischen Beitrag zu 
aP erhglt man aus G1. (2), wenn man in (8) nur die linearen Glieder 
zulgl3t : 

(%)~,,.~,,,~-2me2 < 0 1 7 1 0 > R . +  < 0 [  1 0 > R y  (e4) 

Dieser Beitrag verschwindet ffir jedes LMO, wenn wit als Eiehursprung 
das Zentrum der Ladungsverteilung des jeweiligen LM0 w/thlen. Den 
mit dieser Eiehung bereehneten Beitrag nennen wir (sP)Ls'm 
[man beaehte die Analogie zu (1)]: 

P P P 
GI. x. = ((~)LMO -1- ( ~ ) T r a n s  (25)  
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P Verwenden  wir  zur  Be reehnung  von  (G)T,- .... G1. (24) (R is t  d a n n  der  
A b s t a n d  des K e r n s  N v o m  L a d u n g s s e h w e r p u n k t  das  LMO Ls,,) so 
h a b e n  wir  im a l lgemeinen  F a l l  D r e i z e n t r e n i n t e g r a l e  zu bereehnen.  

7. Berechnun 9 zweiatomiger Moleki~le 

~Tber die Be reehnungen  am Wasse r s to f fmolek / i l  und  die Suszep t ib i -  
l i t g t sbe r eehnungen  f~ir L i H  und  N~* wurde  in der  e r s t en  Mi t t e i lung  

Tabetle 1. Beitriige der LMO'~" zz~r Protonenabschirmung in LiH 

I' LMO ~• ~ll Gj. 

iLi - -  0,213 0,246 - -  36,247 
b e LiH 25,191 24,848 ~ 0,643 

i + j + # N 4, Eiehursprung H-Atom, Angaben in ppm. 

Tabelle 2. LiH-Vergleich der Berechnungen mit experimenteIlen Werten und der 
HF-StOmt~gstheorie 

7LiH Djese Lip~comb 12 Steven~s" Exper. 1:3 
Arbeit u. aft 1 

~H 25.07 26.47 26,32 
_]) 
~H - -  24.59 --- 13.20 

C~ --- 14s - -  9.60 - -  9.25 --  8 +__ 1 
(,, = 0) 

bere i t s  be r i eh te t .  H ie r  seien nun  die E rgebn i s se  der  Be rechnung  der  
S y s t e m e  L iH ,  B H ,  H F ,  CO, F~, L i F  und  Li2 vorge leg t .  Die  
W e l l e n f u n k t i o n e n  w u r d e n  aus 6 e n t n o m m e n ,  ebenso  die N o m e n k l a t u r  
der  LMO's .  Die  Ergebn i s se  yon  L i H  wurden  mi t  E x p e r i m e n t e n  und  
Be reehnungen  ande re r  A u t o r e n  verg t iehen (siehe Tab .  2). 

Die  e x p e r i m e n t e l l e n  Verg le iehswer te  zu J )  erhS~lt m a n  aus  den  C n- 
W e r t e n  mi t  G1. (22). D a  es sieh bei  den  C ~ - W e r t e n  u m  die Differenz 
zweier  r e l a t i v  grol3er T e r m e  hande l t ,  t r e t en  hier  die gr6Bten Ab- 
we iehungen  zwisehen Theor ie  und  E x p e r i m e n t  auf. Der  in 11 an-  
gegebene  aP -Wer t  s t eh t  im W i d e r s p r u e h  mi t  dem angegebenen  CIi- 

* Berichtig~lng: Die bereehneten Wert  e yon 7~ und gj_ tfir N2 in der 1. Mitt. a 
(Tab. 7, S. 712).m0ssen lauten: 7~ P = 15,21 und g• = ~0,1323.  
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Tabe]le 3. Beitr@e de~- LMO's zur Suszeptibilitiit yon Li 2, BH, HF, CO, F2 und 
LiF 

P , 
3lolekfil I,MO 7. a. Xi I (Z 1 )L" RL,,,*, a.u. 

Li2 iLi  --0,792 --0 ,744 0,062 2,516 
b e Li - -  31,559 29,303 0,289 0 

BH iB  --0,278 --0 ,271 
l o b  --5 ,339 --6,268 
b e B H  --5,439 --5,197 

HF i F - -  0,083 - -  0,083 0,001 0,088 
b a HF - -  2,243 - -  1,778 0,449 0,886 
E/ tF** --4,102 --4 ,006 1,162 0,210 

CO iC --0,1836 --0,178 0,004 1,219 
i 0 - -0 , t 07  - -0 ,104 0,004 0,914 
l~C --3,308 --4 ,164 0,204 1,976 
l~O --1,835 --1 ,812 0,332 1,437 
EbtCO** --8,557 --6,611 2,841 0,234 

F 2 i F - -  0,084 - -  0,084 0,001 1,341 
b ~ F F '  - -  2,078 1,297 2,004 0 
E/ tF** --3,889 --3,728 1,247 1,423 

LiF iL l  - -0 ,664 0,660 0,005 2,087 
i F --0,088 - -  0,089 0,001 0,766 
lGF --1,481 --1 ,410 0,098 1,252 
5"btLiF** --11,971 --10,910 6,510 0,321 

* L- -Ladungsschwerpunkt  des LMO, S Massenschwerpunkt des 
Molekfils. 

** X b t = b t l  +bt2  +bt3, X l t = l t l  + l t 2 + l t 3 ;  zur Nomenklatur der 
LMO's siehe 6 

Wef t .  Aus  a P = - - 1 3 , 2 0  mtiBte ein pos i t ives  Vorzeichen fiir  C H 
resul t ie ren  [s iehe G1. (22)]. 

Es is t  zu bemerken ,  dal3 der  we i taus  gr6[3te An te i l  zu ~ vom iLl-  
Orb i t a l  he r r t ih r t  und  somi t  t r ans l a to r i s ehe r  N a t u r  ist. Se tzen  wir  den 

z 
i n t e g r a l w e r t  yon < - -  > = 0,2244 in GI. (24) ein, so e rha l ten  wi t  

r s 
P (aX)Tr ...... = 36,03 (vgl. m i t  Tab .  1). 

I n  Tab .  3 wurde  zus/~tzlich zu den  K o m p o n e n t e n  der  Suszel0tibilit/~t 
7/P bezt igl ieh des L a d u n g s s e h w e r p u n k t e s  d e s  LMO angegeben ,  u m  
z u s a m m e n  mi t  RLS die A u s w e r t u n g  yon  G1. (18) zu erm6gl iehen.  

I n  Tab .  4 wurden  zum Vergleieh vor  a l l em Bereehnungen  mi t  der  
H F - S t 6 r u n g s r e e h n u n g  herangezogen ,  da  yon  dieser  Me thode  die 
genaues ten  Ergebn i s se  e r w a r t e t  werden.  I m  Gegensa tz  zur  g e k o p p e l t e n  
H F ~ S t 6 r u n g s r e e h n u n g  wird  bei der  vor l i egenden  M e thode  die Selbs t -  
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Tabelle 4. Vergleich der Berechnungen mit experimentellen Ergebnisse~ "ttnd den 
Berecl~m~ngen weiterer Autoren 

Molekiil Diese Lip,scomb 12 Karplvs u. Experiment 
Arbeit Kolker I4 

Li~ x ---32,36 --28,94 --32,97 
A ;( - -  2,35 - -  3,25 
Z P 20,32 22,67 
g i  0,141 0,110 0,1079715 

BIt  X --- 11,32 18,75 
A Z - -0 ,64  - -45,96 

H F  X - -6 ,24  - -10 ,4  - -8 ,58  - - 8 , 6  + 0,116 
A ?~ - -  0,56 - -  0,49 - -  0,64 
X P 2,54 0,58 ~s 0,471 
g.l. - -0 ,176 0.75 0,739~7 

CO x - - I3 ,62  - -  13.26 ~~ --15,65 - - 9 , 8  ~9 
5 Z - -  1,12 6.98 "0 0,74 8,21~ 
xP 15,65 18.33420 18,98 
g~ --0,134 -- 0.2422o __0,268920 

F~ Z --9,66 --10,62 --18,6 --9,7 ~9 
AX - -1 ,10  - - 7 , 4  --11,02o 
Xp 27,93 31,08 s~ 32,14 
gj. - -0 ,043 --0,101 __0,12115 

LiF z - -  13~85 
A X - -1 ,1  
XP 15,21 12,04 
qd. - -0 ,022 + 0,07367~5 

a x = y~ - x u. 

k o n s i s t e n z k o r r e k t u r  sowie der  i n t e r o r b i t a l e  Elekt, r o n e n a u s t a u s c h  ver-  
n achlS~ssigt (besonders  bt- und  / t -Orbi t  ale weisen einen g r6geren  
E l e k t r o n e n a u s t a u s e h  auf6). 

Verg le ieh t  m a n  d ie  W e r t e  in Tab .  4, so sind tb lgende  a l lgemeine  
Tendenzen  zu b e m e r k e n  

1. Die  m i t t l e r e n  Suszep t i b i l i t g t en  s t imme n  hinlSmglieh gu t  mi t  
expe r imen t e l l en  R e s u l t a t e n  und  den  Be rechnungen  ande re r  A u t o r e n  
fiberein.  

2. Die  be reehne ten  An i so t rop ien  s t i m m e n  gu t  m i t  denen  yon 
Karplus  und  Kolker 14 i iberein.  Verg le ich t  m a n  sie mi t  den R e s u l t a t e n  
yon  Lipscomb 12 und  den  expe r imen t e l l en  W e r t e n  ffir CO und F~, so 
erscheinen  die hier  be r echne t en  W e r t e  als we i t aus  zu niedrig.  

3. R e l a t i v  k le ine  A b w e i e h u n g e n  in X P (siehe CO u n d  F~) f i ihren zu 
gr6Geren F e h l e r n  bei  gx, d a  diese GrSBe die Differenz aus zwei sieh 
nahezu  k o m p e n s i e r e n d e n  T e r m e n  da r s t e l l t  [siehe. GI. (14)]. B e z i i g l i c h  
der  g - P a k t o r e n  m u g  eingesehf i tz t  werden ,  dab  die gekoppe l t e  HF-  
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Stfrungsreehnung bei zweiatomigen Molek/ilen der vorliegenden 
Methode/iberlegen ist. 

Nach den Reehnungen yon Lipscomb 12 sollte das BH-Molekfil eine 
paramagnet isehe Gesamtsuszeptibil i t~t  aufweisen, die vom Uber- 
wiegen des van Vlec~.-Paramagnetismus fiber den Langevin-Diamagne-  

t ismus herrfihrt. Dieses Ergebnis konnte nicht best/itigt werden. 
Nach Salzer und Schrniede122 lassen sich die unbefriedigenden 

Anisotropiewerte, die die vorliegende Methode liefert, auf  die unrealisti- 
sehen Ze-Beitr~ge der It- und bt-Orbitale parallel zur Molekfilachse 
zurfickfiihren. Da zur Suszeptibili t~tsberechnung nut  die Einelektro- 
nendiehtefunktion benStigt wird, ist in 22 vorgeschlagen worden, die 
drei banana-bonds bzw. trigonalen lone-pairs zu einer gemeinsamen 
Elektronendichte zusammenzufassen,  die im Gegensatz zu den 
urspriingliehen LMO's rota t ionssymmetr iseh zur Molekfilaehse ist. 

Insgesamt  seheint die Aussage gerechtfertigt,  dab sich sowohl die 
Gesamtsuszeptibilit / t t  als auch der paramagnet isehe Term 1~ mo- 
lekularadditiv berechnen tassen. 
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