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Gauge-invariant Calculation of Diamagnetism and Chemical Shift, 11.:
Calculation of Magnetic Properties of Diatomic Molecules Based on Localized
Orbitals

Expressions are derived for the decomposition of tensorial properties into
additive increments.

In the second part of the paper calculations of opy and Cy; for LiH and of the
susceptibilities for Li,, BH, HF, CO, ¥,, and LiF are presented. The
contributions of the various LMO’s to y, y* and g-values are discussed. The
results are compared to those obtained from coupled HF-perturbation theory
and to experimental values where available. The values for y are in good
agreement with the experiment and—except for BH-—with the HF-
perturbation theory. however deviations are found in some molecules for Ay
and g-values and traced back to specific electronic features.

1. Problemstellung

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird eine kurze Zusammen-
stellung der wichtigsten Gleichungen zur Berechnung von y und o
gegeben. Auf dieser Grundlage wurden Moglichkeiten zur Bildung
molekiiladditiver tensorieller Gréfen abgeleitet und auf die Be-
rechnung von Rotations-g-Faktoren und Cg-Werten angewandt. Die
letztgenannten Groflen sind far kleine Molekiile besser experimentell
erfafit als die Suszeptibilitdten und Abschirmungen und liefern somit
brauchbare Hinweise auf die Grenzen der Anwendbarkeit der ver-
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736 U. Sternberg und W. Haberditzl:

wendeten Methode. Obwohl wir uns des Modellcharakters des hier
dargelegten Verfahrens bewuf3t sind, hielten wir es fiir niitzlich, eine
Reihe zweiatomiger Molekille zu berechnen, fiir die sehr genaue
Berechnungen mit der gekoppelten HF-Storungsrechnung (siehe
z.B. 19) vorliegen.

2. Eichinvariante Gleichungen zur Berechnung magnetischer Daten

Ausgehend von den Arbeiten von Rebdne! und Staemmler? wurden
in 8 Gleichungen zur Berechnung des Diamagnetismus und der
Abschirmung abgeleitet. Diese Gleichungen lauten z. B. fiir die z-
Komponenten:

Ne2 ,
oz = <0fa? 4+ 2|0 > — DI'A1D, (1)
4m 2 " i
2 2 + 92 .
o= <0/Z2 0>~ §7AID, @)
2 m c? 3 .

Die Elemente der Matrix A haben die Form

g,y = <0 (v,2'yl2k) (V, 20y 2 )]0 > 3)

und die Elemente der Spaltenvektoren D und S haben die Form

(digk)s = < Oleyy 2, V,2iglek|0> (4)
1 . " -
(Sij), = < 0] 5 ) St v, xiyizk |0 > (5)

¢, 18t der in allen Indices antisymmetrische Einheitstensor (auf die
griechischen Indices ist die Einsteinsche Summenkonvention an-
zuwenden). Man erhilt Gl. (1), indem man die Rebane-Ungleichung

ez

B® < <O0{(dy+ ¥V f2]0> (6)

mc2

als Ausganggpunkt fiir einen Variationsansatz beziiglich f verwendet:
<0[Vf3(VN)I0>=—<0[A3(Vf)]0> (7)

Fiir 4, wird in iiblicher Weise

Ay=1Yy(H x7) bzw. AQ=1},H,ze, x
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festgelegt. Durch Schmiedelt konnte gezeigt werden, daf zu (6) und (7)
analoge Gleichungen aus rein klassischen Uberlegungen ableitbar sind.
Wir kénnen somit der GroBle 4y + V f die Bedeutung eines Ge-
schwindigkeitsfeldes zuordnen und die Ergebnisse unter den Ge-
sichtspunkten des Stromdichteformalismus interpretieren.

Zur Berechnung von f wurde der von Staemmler? vorgeschlagene
Potenzreihenansatz

f= ) Cialyizk (8)
ik

verwendet. Wie SaribdZanov und Rebane® unléngst zeigten, erscheint es
als sinnvoll, in bestimmten Fallen andere Ansitze fiir f zu verwenden.
‘Die Autoren erhielten sehr gute Ergebnisse fiir C—H- und C—C-
Bindungen, indem sie f nach elliptischen Bipolarkoordinaten ent-
wickelten.

3. Der Zusammenhang zwischen der Molekiiladditivitit
magnetischer Griflen und lokalisierten Orbitalen

Zur Demonstration von molekiiladditiven physikalischen Eigen-
schaften sind die von Edmiston und Ruedenberg® entwickelten lokali-
sierten Orbitale (LMO’s) besonders geeignet. Sie werden durch eine
unitdre Transformation der kanonischen Orbitale erhalten, wobei der
Elektronenaustausch zwischen den LMO’s minimal wird. Ist der
Elektronenaustausch vernachlissighar, so kann man die Grund-
zustands-Wellenfunktion ¢, als Hartree-Produkt der LMO’s auf-
schreiben. Eine physikalische Gréfie, die einem Einelektronenoperator
entspricht, laBt. sich dann in eine Summe von LMO-Beitrigen
aufspalten. Wir kénnen fir unsere Berechnungen unmittelbar die
Gl (1) und (2) verwenden, indem wir fiir 4, das jeweilige LMO einsetzen.

Die LMO’s entsprechen dem gelaufigen Bild des Chemikers von
inneren Schalen, Bindungen und nichtbindenden Elektronenpaaren
und sind somit direkt Inkrementen zuzuordnen. Ein Inkrementsystem
auf theoretischer Grundlage bietet die Moglichkeit, auch die tensoriel-
len Komponenten von y und o zu berechnen. Betrachtungen zur
Additivitdt der Tensorkomponenten wurden hereits von Sutter und
Flygare? angestellt. Die Tensoren, die einzelnen Bindungen bzw. LMO’s
entsprechen, sind diagonal, wenn eine Koordinatenachse mit der Achse
hochster Symmetrie (Kernverbindungslinie) zusammenfillt. Die Be-
rechnungen werden daher stets in diesem Bindungskoordinatensystem
ausgefuhrt. Gehen wir zu den molekularen GréBen iiber, so sind
entsprechende Transformationen in das Molekiilkoordinatensystem zu

beachten: Lo
Kopp = ZDD:Q'D,BB'XSZ'{&’ (11)
L
48+
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L soll uber die MO’s laufen. Fir die Transformationsmatrizen D,
verwendet man mit Vorteil die Formel von Gofgbiewsk:8:

D, =3,(cosw)+e,e(l—cosa) +e,e (sinw) (12)

Hierbei ist e der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse, mit deren
Hilfe die Koordinatensysteme bei einer Drehung um den Winkel o
ineinander iibergefithrt. werden kohnen. Weisen die LMO’s C,-Symme-
trie auf und ist weiterhin y,; diagonal, so vereinfacht sich (11) zu

Yo = D (2elel—8,,2yk (13)
L

4. Molekiiladditive Behandlung des Rototions-g-Faktors

Bei der storungstheoretischen Behandlung des Rotations-g-Faktors
erhdlt man einen Term, der nur von der Kerngeometrie abhéngt, sowie
einen elektronischen Anteil. Die stérungstheoretischen Ausdriicke des
elektronischen Anteils von g und des van Vieck-Terms y' stimmen bis
auf konstante Faktoren iiberein, wenn man als Eichursprung von y*
den Massenschwerpunkt des Molekiils wahlt. Man erhédlt nach®

Mp 7 ; 2
0= | DLy B0, —ed el —— il (14)
1 Y ) i 3 %0
2 NM NM
Lg= Yonyriu B e ") (1)
N
N — Kernindex, Ry, — Abstand N—Kernladungsschwerpunkt.
ryy — Abstand N-—Massenschwerpunkt, Zy — Kernladungszahl,
mp — Masse, M p — Protonenmasse x, = Re,.
Ne2aZ
Yo = 0 = 0,791 986 - 1076 cgs-Einheiten.
Gmc?

Zur Berechnung von ! geniigt es, von jedem LMO den 5’ -Beitrag zu
kennen, der sich ergibt, wenn man als Eichursprung das Zentrum der

Ladungsverteilung des LMO wahlt; (XP)LMO ist dann minimal.

Gehen wir nun zum Molekiilschwerpunkt als Ursprung tiber, so muf}
von jedem LMO ein translatorischer paramagnetischer Beitrag be-
riicksichtigt werden. Setzen wir in (8) ¢ + j + k = 1, so erhalten wir

P Ne?
(Xzz)Transl<:m(<0]x|O>2+<Oly,0>2) (16)
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und allgemeiner fir die Hauptdiagonalkomponenten mit x, = Re,

> 3‘\‘ I\/Y c
O v, = =5~ B2 (1—€)) (7)

Ny — Elektronenzahl. R ist hierbei der Abstand des Eichursprungs
vom Ladungsschwerpunkt von {y. Nach Einfuhrung der LMO’s ergibt
sich

fe= Y )+ 370 L RL(L— (")) (18)
L L

£ ist der Abstand des Eichursprungs zum Zentrum der Ladungsver-
teilung des (LMO);.

9. Molekiiladditive Berechnung der Kernabschirmung

Zur Berechnung der Kernabschirmung sind zusitzliche Uber-
legungen notwendig, da zur Abschirmung des betrachteten Kerns nicht
nur die Ladungsverteilung der mit dem Kern direkt verbundenen
LMO’s, sondern auch die Ladungsdichten aller ibrigen LMO’s
beitragen. Unter der Annahme, daf} die Ladungsdichte der entfernten
LMO’s am Kernort vernachldssigbar ist, kann man zur Abschitzung
ihres Beitrages zur Abschirmung die McConnel-Gleichungl® ver-

wenden
1 7L
o1 \< s (I—Seaeg)> (19)

“©7 N\ R3

(I ist der Abstand vom Kernort zum Schwerpunkt der Ladungsvertei-
lung) bzw. fiir den Mittelwert (bei Rotationssymmetrie der Ladungs-
verteilung).

A
M _ G0 (22X
i’ 13 , 20
c, 6X0<R3< cosv)) (20)
e2
o = a0 = 17,7504 1076 ppm. Ay =y, —yy

Die Gesamtabschirmung des Kerns N setzt sich somit wie folgt
zusammen:

Ui\ﬁ = (o iy + 2 (ol + 2 (o) v + 2 (08) 1 (25
; b I

¢ = inner shell, = lone pair, b = bonding.
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Der letzte Term stellt die Summe @ber alle M cConnel-Beitrige dar.
In Analogie zur Gl. (11) sind auch in der Gl (19) und (21)
Transformationen der Tensorkomponenten vorzunehmen, wenn die
entsprechenden Koordinatensysteme nicht tibereinstimmen.

6. Molekiiladditive Berechnung
der Kernspin— Rotations- Kopplungskonstante

Ebenso wie van-Vieck-Term und molekularer g-Faktor korrespon-
dieren, kann man die stérungstheoretischen Ausdriicke des Ramsey-
Terms of und des elektronischen Anteils der Kernspin—Rotations-
Kopplungskonstante C' in Ubereinstimmung bringen. Man wéhlt zu
diesem Zweck den jeweils betrachteten Kern als Eichursprung fiir das
Vektorpotential des &dulleren Magnetfeldes. Man erhilt (siehe z. B.
bei 9):

AMpBhgn{ < Zy 1
Cu]“:_LB_N_g_A TSI L (6h)y (22)
h RIV' GO *

By — Kernmagneton, gy — Kern-g-Faktor, By — Abstand N—N".

Zur Berechnung von o’ teilen wir diesen Term in zwei Beitriige auf:

oy = o5, + oL (23)

Der erste Term enthilt die of-Werte der LMO’s, die mit dem Kern N
direkt verbunden sind und somit aus Gl. (2) berechnet werden kénnen.
Bei der Summe iiber die tbrigen Kerne N’ sind nun wiederum
translatorische Beitréige zu beachten. Den franslatorischen Beitrag zu
o erhilt man aus Gl (2), wenn man in (8) nur die linearen Glieder
zulaft:

P &2 x Y .
(Gg;,)'l’mwszm <OI;§|O>R:6+ <O|1_3|O>Ry (24)

Dieser Beitrag verschwindet fiir jedes LMO, wenn wir als Eichursprung
das Zentrum der Ladungsverteilung des jeweiligen LMO wéhlen. Den
mit dieser Eichung berechneten Beitrag nennen - wir T
[man beachte die Analogie zu (1)]:

P P P 5
GLA\H = (G )LMO + (G )Tmns (20)
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Verwenden wir zur Berechnung von (s” VTrams G- (24) (£ ist dann der
Abstand des Kerns N vom Ladungsschwerpunkt das LMO L) so
haben wir im allgemeinen ¥all Dreizentrenintegrale zu berechnen.

7. Berechnung zweiatomiger Molekiile

Uber die Berechnungen am Wasserstoffmolekiil und die Suszeptibi-
litatsberechnungen fiir LiH und Ny* wurde in der ersten Mitteilung

Tabelle 1. Beitrdge der LMO’s zur Protonenabschirmung in LiH

LMO oL o or
iLi —0,213 0,246 — 36,247
boLiH 25,191 24 848 —0.643

i +j+k g4, Eichursprung H-Atom, Angaben in ppm.

Tabelle 2. LiH-Vergleich der Berechnungen mit experimentellen Werten und der
HF-Storungstheorie

“LiH Diese Lipscomb12 Stevens Exper.13
Arbeit u. a.ld
&Y 25.07 26.47 26.32
a4 — 2459 —13.20
Cy —14.24 —9.60 —9.25 —8+1
(v=0)

bereits berichtet. Hier seien nun die Ergebnisse der Berechnung der
Systeme LiH, BH, HF, CO, F,, LiF und Li; vorgelegt. Die
Wellenfunktionen wurden aus ¢ entnommen, ebenso die Nomenklatur
der LMO’s. Die Ergebnisse von LiH wurden mit Experimenten und
Berechnungen anderer Autoren verglichen (siehe Tab. 2).

Die experimentellen Vergleichswerte zu o’ erhiilt man aus den Cy-
Werten mit Gl (22). Da es sich bei den Cy-Werten um die Differenz
zweier relativ grofler Terme handelt, treten hier die grofiten Ab-
weichungen zwischen Theorie und Experiment auf. Der in 1! an-
gegebene oF-Wert steht im Widerspruch mit dem angegebenen Cy-

* Berichtigung. Die berechnet%l Werte von 2]) undg, firN,inderl. Mitt.?
(Tab. 7, 8.712) missen lauten: §° = 15,21 und 9, = —0,1323.
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Tabelle 3. Beitrdge der LMO’s zur Suszeptibilitdt von Li,, BH, HF, CO, ¥y und

LiF
Molekil LMO n W OF Rpgrau
Li, iLi —0,792  —0,744 0,062 2,516

boLi —31,559 29,303 0,289 0
BH B —0278  —0.271
IoB —5339 6,268
boBH —5439  —5,197
HF iF —0,083  —0,083 0,001 0,088
boHF —2243 1,778 0,449 0,886
Sl R —4,102  —4,006 1,162 0,210
o iC —0,1836  —0,178 0,004 1,219
i0 —0107  —0,104 0,004 0,914
IsC —3308  —4,164 0,204 1,976
150 —1.835 1812 0332 1,487
Th0O* —8557  —6611 2,841 0,234
F, F —0,084  —0,08¢ 0,001 1,341
bo FE —2078 1207 2,004 0
T —3.889  —3728 1247 1,423
LiF (L —0.664  —0,660 0,005 2,087
iF —0,088  —0,089 0,001 0,766
IoF —1481 1410 0,098 1,252
% bt LiF** —11,971  —10910 6,510 0,321

* [— Ladungsschwerpunkt des. LMO, §—Massenschwerpunkt des
Molekiils.
#% Sht=bt1 + b2 +bt3, Slt=101+ 142+ 13, zur Nomenklatur der
LMO’s siehe 6.

Wert. Aus of = —13,20 miiBte ein positives Vorzeichen fiir Cy
resultieren [siehe Gl. (22)].

Es ist zu bemerken, daff der weitaus grofite Anteil zu o vom 7Li-
Orbital herrithrt und somit translatorischer Natur ist. Setzen wir den

Integralwert von < é > = 0,2244 in GI. (24) ein, so erhalten wir

(00 rans = 36,03 (vgl. mit Tab. 1).

In Tab. 3 wurde zusétzlich zu den Komponenten der Suszeptibilitat
7* beziiglich des Ladungsschwerpunktes des LMO angegeben, um
zusammen mit £, die Auswertung von Gl. (18) zu ermdéglichen.

In Tab. 4 wurden zum Vergleich vor allem Berechnungen mit der
HF-Storungsrechnung herangezogen, da von dieser Methode die
genauesten Ergebnisse erwartet werden. Im Gegensatz zur gekoppelten
HP-Storungsrechnung wird bei der vorliegenden Methode die Selbst-
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Tabelle 4. Vergleich der Berechnungen mit experimentellen Ergebnissen und den
Berechnungen weiterer Autoren

Molekil Diese Lipscomb1? Karplus u.  Experiment
Arbeit Kolkert4

Lis o — 32,36 —28.94 — 32,97

Ay —2,35 —3,25

«F 20,32 22.67

g1 0,141 0.110 0,1079715
BH —11,32 18,75

Ay —0,64 — 45,96
HY o —6.,24 —10.4 —8.58 —8,6 £ 0,116

Ay —0,56 —0.49 —0.64

P 2,54 0.5818 0,471

91 —0,176 0.75 0,739
CO % — 13,62 —13.2620 —15,65 —9,818

Ay —1,12 6.9820 0,74 8,219

¥P 16,65 18.33420 18,98

g:L —0,134 — (.242%0 —0,268920
F, . —9.66 — 10,62 — 18,6 —9 718

Ay —LIo ., —74  —11,0®

o 27,93 31,087 32 14

0 —0,043 —0.101 —0,12115
LiF - —13.85

o 15,21 12,04

g —0,022 + 0,0736715

°L

AL = /.4 - 7.“'

konsistenzkorrektur sowie der interorbitale Elektronenaustausch ver-
nachléssigt (besonders bi- und I-Orbitale weisen einen gréBeren
Elektronenaustausch aufs).

Vergleicht man die Werte in Tab. 4, so sind folgende allgemeine
Tendenzen zu bemerken:

1. Die mittleren Suszeptibilititen stimmen hinlinglich gut mit
experimentellen Resultaten und den Berechnungen anderer Autoren
iiberein.

2. Die berechneten Anisotropien stimmen gut mit denen von
Karplus und Kolker® iiberein. Vergleicht man sie mit den Resultaten
von Lipscomb!® und den experimentellen Werten fir CO und Fs, so
erscheinen die hier berechneten Werte als weitaus zu niedrig.

3. Relativ kleine Abweichungen in 3’ (siche CO und F,) fithren zu
groleren Fehlern bei g, . da diese GroBe die Differenz aus zwei sich
nahezu kompensierenden Termen darstellt [siehe Gl. (14)]. Beziiglich .
der g-Faktoren mufl eingeschiitzt werden, daB die gekoppelte HF-
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Storungsrechnung bei zweiatomigen Molekiilen der vorliegenden
Methode tiberlegen ist. '

Nach den Rechnungen von Lipscomb*? sollte das BH-Molekiil eine
paramagnetische Gesamtsuszeptibilitit aufweisen, die vom Uber-
wiegen des van Vieck-Paramagnetismus {iber den Langevin-Diamagne-
tismus herrithrt. Dieses Ergebnis konnte nicht bestitigt werden.

Nach Salzer und Schmiedel?2. lassen sich die unbefriedigenden
Anisotropiewerte, die die vorliegende Methode liefert, auf die unrealisti-
schen y*-Beitrage der lt- und bt-Orbitale parallel zur Molekiilachse
zuriickfithren. Da zur Suszeptibilititsberechnung nur die Einelektro-
nendichtefunktion bendtigt wird, ist in 22 vorgeschlagen worden, die
drei banana-bonds bzw. trigonalen lone-pairs zu einer gemeinsamen
Elektronendichte zusammenzufassen, die im Gegensatz zu den
urspringlichen LMO’s rotationssymmetrisch zur Molekiilachse ist.

Insgesamt scheint die Aussage gerechtfertigt, dall sich sowohl die
Gesamtsuszeptibilitit als auch der paramagnetische Term ' mo-
lekularadditiv berechnen lassen.
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